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   Встановлюється  функціональна залежність магнітного 
моменту планети Земля  від геомагнітної широти. Дається 
вивід формули у вигляді поліному третього порядку. 
Математична модель будується на основі способу найменших 
квадратів. 
  Проводиться дослідження точності зрівноважених елементів 
методом статистичних випробувань Монте Карло.  
  Для студентів і аспірантів напрямку наук про Землю. 
                                                                                                                                                             
 Functional dependence of magnetic moment of planet is set  Earth  
from a geomagnetical breadth. The conclusion of formula is given 
in a kind to the polynomial of the third order. 
A mathematical model is built on the basis of method of 
leastsquares. 
  Research of exactness of the balanced elements is conducted by 
the method of statistical tests of Monte Karlo.  
  For students and graduate students of direction of sciences about 
Earth. 
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    Безумовний  науковий  і  практичний  інтерес  представляє 
дослідження  геомагнітного  поля  Землі. 
     Вивченню  природи  геомагнітного  поля  і  в  наш  час 
приділяється  велика  увага. Вчені  намагаються  отримати 
відповіді  на  запитання:  коли  і  як  зародилося  магнітне поле  
земної  кулі?  Чому  воно  існує  мільярди  років? Як  це поле  
буде  змінюватись  в  майбутньому? 
     В  даній  роботі  ми  зробимо  спробу  виразити  один  із 
основних  компонентів  геомагнітного  поля  Землі  магнітний 
момент  планети   графічно  і  встановити   функціональну 
залежність  магнітного  моменту  від  широти. 
    Нами  підбирається  емпірична  формула  у  вигляді 
поліному  третього  порядку. Математична  модель  будується 
на  основі  способу  найменших  квадратів. Побудована 
ймовірніша  модель   приймається  як  істинна  модель,  на 
основі  якої  проводяться  дослідження  точності  методом 
статистичних  випробувань  Монте Карло. Генеруються 
псевдо  випадкові  числа,  які  приймаються  як  істинні 
похибки,  якими  спотворюється  істинна  модель. 
    В  подальшому  методом  найменших  квадратів 
урівноважується  спотворена  модель  і  робиться  оцінка 
точності  врівноважених  елементів.  Значення  істинних 
похибок  дає  можливість  зробити  порівняльний  аналіз. 
Набирається  велика  статистика  шляхом  побудови  і 
дослідження  великої  кількості  моделей. 
    Розроблена  методика  дозволить  зробити  попередній 
розрахунок  точності  при  проектуванні  майбутніх 
геомагнітних  досліджень  в  будь-якій  точці  планети  Земля. 
 
1. Представлення  геомагнітного  моменту  поля  Землі. 
 
      Магнітний  момент – це  векторна  величина,  яка  
характеризує  земну  кулю  як  джерело  магнітного  поля. 
Макроскопічні  магнітні  моменти  створюють  замкнуті 
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М =0,000012261 3 -0,001451013 2 +0,028833495 +8,799583312  
 2.  Математична  модель  апроксимована  по  способу  
найменших  квадратів  кубічним  поліномом 
3.  Встановлено,  що  середня  квадратична  похибка  одиниці  
ваги  при  розрахунку  за  виведеною  формулою  становить   
0,0035637  значень  геомагнітного  моменту. 
4.  Середня  квадратична  похибка  визначення  коефіцієнтів   
am  = 6,656Е-8 ∙ Е22 = 6,656Е14 ам
2, 
bm = 9,135Е-6 ∙ Е22 = 9,135Е16  ам
2, 
cm = 3,406Е-4 ∙ Е22 = 3,406Е18   ам
2,   
dm = 0,0033 ∙ Е22 = 3,318Е19  ам
2. 
5.  Вперше  проведені  дослідження  точності  апроксимації  
залежності  магнітного  моменту  Землі  від  геомагнітної  
широти  методом  статистичних  випробувань  Монте Карло. 
6.  Розроблена  методика  підготовки  істинних  похибок  
наперед  заданої  точності. 
7.  Дослідження  виконані  на  основі  побудованої  істинної  
моделі  шляхом  генерування  випадкових  чисел,  приведення  
їх  до  нормованих  похибок,  які  приймаються  як  істинні  
похибки  побудови  спотвореної  моделі  і  її  зрівноваження  
по  способу  найменших  квадратів. 
8.  Розроблена  методика  дає  можливість  робити  попередній  
розрахунок  точності  при  проектуванні  майбутніх  
геомагнітних  досліджень  в  будь-якій  точці  земної  кулі. 
9.  Робота  буде  корисною  студентам  і  аспірантам,  які  
виконують  дослідження  земного  магнетизму,  спеціалістам  
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електричні  струми  і  впорядковано  орієнтовані  магнітні 
моменти  атомних  частинок. 
   Розрахуємо  магнітний  момент  М  Землі  на  екваторі  при  
φмаг. екв.=0. 
   При  цьому  спочатку  розглянемо  елементи  земного 
магнетизму.                             
                             z           x       Пн. геогр.                                                     
            Bx                                                                                            
                                  А     δ         Вн      В          
                             0                                Схід      У            
                                              j 
                                                     
                                                 
                                                      Вт 
                            Bz                               С                                     
                                                                     
                              Е                           D            
     Проекції  ВZ і  BH   індукції  дипольного  поля,  або поля 
однорідного  намагнічування  Землі,  можна  знайти  за 
допомогою  формул. 
    Вертикальна  складова  геомагнітного  поля  Землі     




sin φм       ( 1.1 ); 
горизонтальна  складова 




cos  φм           ( 1.2 ) 
 де  μ0 – магнітна  стала; 
      М – магнітний  момент  земної  кулі; 
      R – радіус  Землі; 
     φм – геомагнітна  широта,  яка  відраховується   від  
геомагнітного  екватора 
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  Із  приведених  формул  легко  знайти  модуль  вектора  індукції 
поля  однорідного  намагнічування  Земної  кулі: 
22
HZT BB         ( 1.3 ). 
    Підставляючи  ( 1.1 ), ( 1.2 )  в  ( 1.3 ),  будемо  мати: 







































    Приймаючи  до  уваги,  що  1cossin 22   ,  а 










   ( 1.4 ). 
 











    ( 1.5 ). 
   Напруженість  магнітного  поля  на  магнітному  екваторі  
Некв.= 0,34  ерстеда    [ 3,– с. 163 ]. 
   Для  переходу  із  системи  СГСМ  у  систему  СІ  складемо  
слідуючу  пропорцію  
Напруженості   1
м
а
  відповідає  е3104  , 
                                             Некв.  дорівнює  0,34  е , 
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195637,322' EEmm   
 


























Середня  квадратична  похибка  визначення  коефіцієнта  с 
 














Середня  квадратична  похибка  визначення  коефіцієнта  d 
 
 

















   На  основі  проведених  досліджень  в  даній  роботі: 
1.Вперше  побудована  ймовірніша  модель  залежності 
магнітного  моменту  Землі  від  геомагнітної  широти  у  
вигляді  поліному  третьої  степені 
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    Підставляючи  у  виведену  нами  формулу  ( 5.2 )  значення  
Х  спотвореної  моделі,  отримаємо  розрахункові  значення  
'
іУ ,  які  будуть  відрізнятись  від  вихідних  значень  У. 
  Таблиця  6.  Порівняльний  аналіз  результатів  строгого  
зрівноваження 
 
№ Х спотв  У іст  У
'
зрівн  V= У іст - 
-У 'зрівн  
V 2  
1 0,06368 8,803 8,801 0,002 0,000004 
2 11,30649 8,957 8,958 -0,001 0,000001 
3 22,29743 8,851 8,857 -0,006 0,000036 
4 33,71294 8,598 8,592 0,006 0,000036 
5 45,12125 8,274 8,273 0,001 0,000001 
6 56,36765 8,011 8,010 0,001 0,000001 
7 67,56728 7,904 7,905 -0,001 0,000001 
8 78,74892 8,057 8,059 -0,002 0,000004 
9 84,28397 8,264 8,263 0,001 0,000001 
10 89,90537 8,575 8,573 0,002 0,000004 
n=10 489,375 84,294 84,291 0,003 0,000089 
    На  основі  виконаних  розрахунків  середня  квадратична  






























    В  загальному  випадку  напруженість  магнітного  поля  












           ( 1.6 ). 
 
    Тоді,  загальна  формула  розрахунку  магнітного  моменту   












 .      ( 1.7 ) 
   Для  полюса  Нпол.= 0,66  ерстед. 
Тоді,  при  переході  до  системи  СІ 
м
а
1   відповідає  4 е310 , 
  

















      Магнітний  момент  Землі  біля  полюсів 






 RН пол   
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    Взявши  радіус  земної  кулі  R=6371000м,  а  
4 3R =3,249620751 2110  м3, магнітний  момент  земної  кулі  
























   Розрахуємо  магнітний  момент  Землі  на  широті  450, 

















  відповідає  4 е310  
                                   Н 045   дорівнює  0,5 е. 
Звідки  















   Таким  чином,  напруженість  магнітного  поля  Н 045   буде 












22210 àì       
     Знайдемо  середню  напруженість  магнітного  поля  Землі  












22 À  
22À  = 8,89408Е+15 
 


















33À  = 1,23631Е+19 
 




























mmd                  ( 7.10 ) 
де  am , bm , cm , dm  –  середні  квадратичні  похибки  
визначаємих  невідомих  a, b, c, d,  
m – середня  квадратична  похибка  одиниці  ваги,  яка  







                  ( 7.11 ) 
   У  формулі  ( 7.11 )  n – число  значень  факторних  і  
результуючих  ознак  ( Х і У ); k – степінь  поліному. 
В  нашому  випадку  n = 10,  k = 3. 
V – різниця  між  істинним  значенням  У  і  вирахуваним  
значенням  У’  за  формулою  ( 5.2 ) 
 
'
ііі УУV        ( 7.12 ) 
 
А 11 ,  А 22 ,  А 33 ,  А 44  – алгебраїчні  доповнення  першого, 
другого, третього  і  четвертого  діагональних  елементів. 





11 A   
     
11À  = 4,7219Е+11 









Н 05,22 = 2
5,034,0 ее 
=0,42 е , 
для  .маг =67,5
0  













  відповідає  4 е310  
 
Н 05,22   дорівнює  0,42 е 
звідки 















І  по  аналогії 











 ам 2 . 
 
    Магнітні  моменти  будуть  відповідно 
 


















 2210  ам 2  
 
 
    Результати  залежності  геомагнітного  моменту  Землі  від  
широти  точки  спостереження  зведено  в  табл. 1. 
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Таблиця 1. Залежність  геомагнітного  моменту  Землі  від  
широти  точки  спостереження 
 
 
   Згідно  формули  ( 1,7 )  магнітний  момент  залежить  від  
напруженості  магнітного  поля  і  широти  точки  
спостереження,  тобто  є  функцією  двох  незалежних  
змінних,  хоча  в  свою  чергу  напруженість  геомагнітного  
поля  також  залежить  від  широти. 
   На  жаль,  у  нас  немає  формули  залежності  напруженості  
магнітного  поля  від  широти, що  не  потребувало  б  знання  
магнітного  момента  і  навпаки. 
 
    Тому  безперечний  інтерес  представляє  встановлення  
функціональної  залежності  магнітного  момента,  як  
головного  компонента  для  визначення  складових  
геомагнітного  поля  Землі,  від  геомагнітної  широти. 
 
 
*  В  подальшому  для  спрощення  викладок  множник  10
22
 писати  не  будемо, але  його  
слід  мати  на  увазі,  особливо  при  оцінці  точності  результатів. 
 
№ 
.маг =  X ))((
м
а
xfМУ   
      1 0,00 8,79 2210  *  
2 11,25 8,9 2210  
3 22,5 9,05 2210  
4 33,75 8,5 2210  
5 45 8,18 2210  
6 56,25 8 2210  
7 67,5 7,95 2210  
8 78,75 8,12 2210  
9 90 8,53 2210  
n=9   =76,02 2210  
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7.  Оцінка  точності  параметрів,  отриманих  із  рішення  
системи  нормальних  рівнянь 
 









  ,       ( 7.1 ) 
 

































А      ,                 ( 7.6 ) 
    Середні  квадратичні  похибки  визначаємих  невідомих  a, 








































   Таким  чином,  на  основі  результатів  контрольного  
розрахунку,  приведених  в  таблиці  5,  можна  стверджувати,  
що  розрахунок  за  виведеною  формулою  ( 5.2 ) забезпечує  
















  Рис. 1.  Графік  залежності  магнітного  моменту  земної  кулі  
від  геомагнітної  широти 
  
 
У=М    9,0  -                . 
             8,9  - 
             8,8  - 
             8,7  - 
             8,6  - 
             8,5  -                                                                        
             8,4  - 
             8,3  - 
             8,2  -                           
             8,1  -                                                
             8,0  -                                 . 
             7,9  -                                .  
               0               +        +        +        +        +        +        +        +                             
                       11,25   22,5   33,75   45     56,25   67,5  78,75   90 
 
    Маючи  вузлові  точки  значень  геомагнітного  моменту  
Землі  в  магнітних  широтах  0, 22,5 0 , 45 0 , 67,5 0 і  90 0   
побудуємо  точкову  діаграму  і  графік,  представлений  на  
рис. 1. 
    Із  цього  графіка  видно,  що  екстремум  функції  буде  на  
широті    22,5 0   і  67,5 0 .  Як  видно  із  графіка,  кращою  
функцією  для  апроксимації  буде  кубічний  поліном,  тобто  
будемо  шукати  функціональну  залежність  у  вигляді  
функції  виду 
у = ах 3 + bх 2 + сх + d        ( 1.8 ) 
Невідомі  коефіцієнти  a, b, c, d визначимо  по  способу  
найменших  квадратів. 
   Проміжні  точки  в  11,25 0 ,  33,75 0 ,  56,25 0  і  78,75 0   
визначимо  безпосередньо  із  графіка.  Цього  нам  буде  
цілком  достатньо  для  побудови  ймовірнішої  моделі.  
Побудовану  таким  чином  ймовірнішу  модель  залежності  
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магнітного  моменту  земної  кулі  від  широти  в  подальшому  
приймемо  за  істинну  модель  і  генеруючи  істинні  похибки 
будемо  створювати  спотворені  моделі,  на  яких  можна  
дослідити  точність  визначення  магнітного  моменту  в  
залежності  від  похибки  визначення  широти. 
 
2.  Генерування  істинних  похибок  для  дослідження 
математичної  моделі  методом  статистичних  
випробувань  МОНТЕ  КАРЛО. 
 
    Побудувавши  ймовірнішу  модель  по  способу  найменших  
квадратів,  приймаємо  її  за  істинну  модель,  адже  у  неї  
задовольняються  всі  умовні  рівняння  з  одного  боку,  і  
встановлений  функціональний  зв'язок  між  параметрами  Х і 
У – з  другого. 
   В  залежності  від  мети  досліджень  задаємося  
нормативним  значенням  середньої  квадратичної   похибки  
визначення  геомагнітної  широти  Х= 10  генеруємо  
випадкові   числа,  які  б  в  цілому  відповідали  нормативній  
точності  і  спотворюємо  істинну  модель  цими  похибками. 
    Зрівноваживши  спотворену  модель,  отримуємо  
математичну  модель,  робимо  оцінку  точності  елементів  
зрівноваженої  моделі  і  встановлюємо  відповідність  
похибок  визначення  широти  і  похибок  визначення  
магнітного  моменту  земної  кулі. 
    Непарні  моделі  генерують  середню  квадратичну  похибку  
05,0 cm 0 ,  а  парні –  01,0 cm . 
   Сучасні  канкулятори  мають  « вшиті »  генератори  для  
генерування  випадкових  чисел  від  0  до  1.  Але  вони  
генерують  числа  тільки  зі  знаком  « плюс ». Приведемо  
методику  розрахунку  випадкових  чисел,  які  приймемо  в  
подальшому  за  істинні  похибки  для  побудови  спотвореної  
моделі. 
 1.  Отримавши  ряд  випадкових  ( а  точніше псевдо 
випадкових )  чисел  і ,  натиском  клавіші  RND,  
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      Таким  чином, на  основі  проведення  досліджень  
магнітний  момент  земної  кулі  виражається  формулою 
 
у = М =0,000012261Х 3 -0,001451013Х 2 +0,028833495Х+8,799583312  (5.2) 
 
де  Х – геомагнітна  широта  пункту  спостереження. 
 
 
6.  Контроль  зрівноваження 
    Підставляючи  отримані  значення  коефіцієнтів  a, b, c, d  у  
формулі  ( 3.1 )  отримаємо  слідуючі  результати 
Таблиця 5.  Коефіцієнти  нормальних  рівнянь  і  контроль  














































3  = 3,9027Е+19 
 













4  = 1,19105Е+22 
 
 




 4 8,799583312    
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розраховують  середнє  арифметичне  генерованих  псевдо 






1  ,          ( 2.1 ) 
де  n – число  випадкових  чисел. 
2. Розраховують  попередні  значення  істинних  похибок 'і   
за  формулою  
            'і = і - ср             ( 2.2 ) 
3.  Знаходять  середню  квадратичну  похибку  попередніх  









       ( 2.3 ) 
4.  Визначають  коефіцієнт  пропорційності  К  для  






К ,     ( 2.4 ) 
де  С – необхідна  нормативна  константа. 
     Так,  наприклад,  при  283,0' іm   із  необхідності  





1,0 К  , 




05,0 К  . 
5.  Істинні  похибки  розраховуються  за  формулою 
Кіі
'           ( 2.5 ) 
6.  Заключним  контролем  служить  розрахунок  середньої  









        ( 2.6 ) 
і  порівняння      m = С.     ( 2.7 ) 
 
  Таблиця  2.  Генерування  псевдо випадкових  чисел  і  
розрахунок  істинних  похибок. 
 
№ 




і  і  
2
і  
1 0,84 0,663 0,177 0,031329 0,06368 0,00406 
2 0,82 0,663 0,157 0,024649 0,05649 0,00319 
3 0,1 0,663 -0,563 0,316969 -0,20257 0,04103 
4 0,56 0,663 -0,103 0,010609 -0,03706 0,00137 
5 1 0,663 0,337 0,113569 0,12125 0,0147 
6 0,99 0,663 0,327 0,106929 0,11765 0,01384 
7 0,85 0,663 0,187 0,034969 0,06728 0,00453 
8 0,66 0,663 -0,003 0,000009 -0,00108 0,000001 
9 0,41 0,663 -0,253 0,064009 -0,09103 0,00829 
10 0,4 0,663 -0,263 0,069169 -0,09463 0,00895 
n=10 6,63 6,63 0  0,77221 0  0,09996 
 
 














   Середня  квадратична  похибка  при  генеруванні  
















   Підставляючи  значення  вільних  членів  приведені  у  
стовпчику  F  почергово  у  стовпчики  A, B, C, D,  знаходять  









1  = 1,65959Е+16 
 












2   = -1,96399Е+18 
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5. Рішення  нормальних  рівнянь  способом  Крамера. 
 
    Рішення нормальних  рівнянь  виконується  на  
персональному  комп’ютері  в  редакторі  Microsoft  Office  
Excel. Набирається  визначник     в  слідуючих  чарунках 
  
 A B C D E F 
1       
2 [x 6 ] [xОшибка! 
Объект не может 




x 4 ] 
[x 3 ]  [x 3 У]  
3 [xОшибка! 
Объект не может 
быть создан из 
кодов полей 
редактирования.] 
[ x 4 ] [x 3 ] [x 2 ]  [x 2 У] 
4 [ x 4 ] [x 3 ] [x 2 ] [ x ]  [xУ] 
5 [x 3 ] [x 2 ] [ x ] n  [У] 
       
 
   В  довільній  клітинці  записується  формула  розрахунку  
визначника   
= МОПРЕД (А2:D5) ENTER 
 
і  отримують  результат. 
   При  цьому  букви  МОПРЕД  набирають  російською  
мовою,  після  чого  натиском  клавіші  Ctrl + Shift  переходять  
на  англійську  мову  і  букви  в  дужках  набирають  на  
англійській  мові. 
 
    В  нашому  випадку  отримаємо: 
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   Таблиця  3.  Побудова  спотвореної  моделі 
№ Х .іст  У .іст  і  Х .спотв  
1 0,00 0  8,803 0,06368 0,06368 
2 11,25 0  8,957 0,05649 11,30649 
3 22,5 0  8,851 -0,20257 22,29743 
4 33,75 0  8,598 -0,03706 33,71294 
5 45 0  8,274 0,12125 45,12125 
6 56,25 0  8,011 0,11765 56,36765 
7 67,5 0  7,904 0,06728 67,56728 
8 78,75 0  8,057 -0,00108 78,74892 
9 84,375 0  8,264 -0,09103 84,28397 
10 90 0  8,575 -0,09463 89,90537 
n=10 489,375 84,294 0  489,375 

















    В  нашому  випадку   489,375 + 0 = 489,375. 
 
3. Представлення системи нормальних  рівнянь. 
 
Для  поліному  третього  порядку  ( 1.8 ),  згідно  теорії  
способу  найменших  квадратів,  система  нормальних  рівнянь  
буде: 
а [x 6 ] + b [x 5 ] + c [x 4 ] + d [x 3 ] – [x 3 y] = 0, 
a [x 5 ] + b [x 4 ] + c [x 3 ] + d [x 2 ] – [x 2 y] =0, 
a [x 4 ] + b [x 3 ] + c [x 2 ] + d [ x  ] – [xy]  = 0, 
a [x 3 ] +  b [x 2 ] + c [x  ] + d n      –  [y ]   = 0, 
де  знаком  []  позначені  суми  у  символах  Гауса. 
 
4. Встановлення  коефіцієнтів  нормальних  рівнянь. 
 









































































































9 8 7 6 5 4 3 2 1 № 
2477411,264 
734868,214 
605916,228 
494626,038 
313093,426 
182324,278 
93937,355 
39479,535 
11597,355 
1576,57 
-7,735 
S=
x+
x
0+x
2+x
3-y 
20187557,92 
6231477,4361 
4947949,5183 
3934659,7512 
2438126,5312 
1434750,9449 
760079,2631 
329448,3399 
98119,8258 
12946,3094 
0,002271 
X
3У
 
 1277872425435,998 
534030868110,6 
362783507801,7 
241552086832,1 
96579123059,2 
32653842234,2 
8629421750,5 
1512731712,8 
128565185 
2278749,9 
-0,001996 
X
3S 
271682,7 
69311,5154 
58705,7 
49964,6186 
36084,426 
25453,446 
16845,2617 
8772,163 
4400,499 
1145,0335 
0,035696 
X
2У
 
15562358396 
5939921809,9 
4304300186,5 
3067370153,4 
1429377104,6 
579301110,36 
191249616,33 
44870952 
5765919,437 
201543,53 
-0,0314 
X
2S 
4049,9387 
770,9385 
696,5227 
634,48 
534,0518 
451,5612 
373,3332 
289,8639 
197,35455 
101,27223 
0,560575 
X
У
 
193366911,7 
66068598,68 
51069025,18 
38951266,3 
21154871,2 
10277191,1 
4238570,88 
1330971,19 
258591,2 
17825,47 
-0,4926 
X
S 
 
